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О ПЕРЕСТАНОВОЧНОСТИ СИЛОВСКОЙ 2-ПОДГРУППЫ  
С НЕКОТОРЫМИ БИПРИМАРНЫМИ ПОДГРУППАМИ
Аннотация. Исследуется композиционное строение конечной группы G, у которой силовская 2-подгруппа пере-
становочна с некоторыми не р-нильпотентными бипримарными подгруппами, содержащими силовскую р-подгруп-
пу из G для всех нечетных простых делителей р порядка группы G, и такие бипримарные подгруппы взяты по одной 
для каждого нечетного р, которые образуют множество SB(G). Доказано существование подмножества SB(G)* в SB(G), 
состоящее из р-замкнутых подгрупп. Главный результат работы следующий: если силовская 2-подгруппа группы G 
перестановочна со всеми подгруппами SB(G)*, то G может иметь простые неабелевы композиционные факторы 
только типа L2(7), если p > 3, и дополнительно типа L2(3
f ), f = 3a, a ≥ 1, если p = 3.
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PERMUTABILITY OF THE SYLOW 2-SUBGROUP WITH SOME BIPRIMARY SUBGROUPS
Abstract. In this paper, the compositional structure of a finite group G is investigated, which has the Sylow 2-subgroup 
that is permutable with some non p-nilpotent biprimary subgroups, which contain the Sylow р-subgroup of G for all odd simple 
divisors of the р order of the group G, and such biprimary subgroups are taken one by one for each odd р, and mark the set 
SB(G). In this work, the existence of the subset SB(G)* in SB(G) is proved, which consists of р-closed subgroups. The main 
result of this paper is as follows: if the Sylow 2-subgroup of the group G is permutable with all subgroups SB(G)*, then G may 
have simple non-abelian compositional factors only of L2(7) type, if p > 3, and additionally of L2(3
f) type, f = 3a, a ≥ 1, if p = 3.
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В работе [1] доказан следующий интересный результат.
Те о р е м а 1 [1]. Пусть G – конечная K-группа, T – ее силовская 2-подгруппа. Если T переста-
новочна с силовскими p-подгруппами, взятыми по одной для каждого p c π(G), то G – разреши-
мая группа.
Целью настоящей работы является выяснение нормального и подгруппового строения конеч-
ной группы G, у которой силовская 2-подгруппа перестановочна с некоторыми силовскими и не-
которыми не p-нильпотентными бипримарными подгруппами из G, содержащими Sp-подгруппу P, 
для всех 2 ( )p G< ∈σ ⊂ π  (см. ниже определение 1) (существование таких подгрупп доказано для 
не р-разрешимых групп в [2, следствие, с. 207]).
В работе используются стандартные обозначения и терминология современной теории ко-
нечных групп.
Приведем для удобства чтения некоторые обозначения:
| |X  – число различных элементов конечного множества X (порядок множества X);
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      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2018. T. 54, № 4. С. 460–467 461
π – множество некоторых простых чисел;
π′ – множество всех простых чисел, не принадлежащих π;
π(n) – число различных простых делителей натурального числа n;
( ) (| |)X Xπ = π  для конечной группы X;
π-группа – группа X с ( ) ;Xπ ⊆ π
(m, n) – наибольший общий делитель чисел m и n;
холлова π-подгруппа (S
π
-подгруппа) – подгруппа Н конечной группы Х такая, что π(H) c π 
и π(X : H) c π′;
E
π
-свойство группы Х – существование в Х холловой π-подгруппы (кратко: X c E
π
);
бипримарная (примарная) группа – группа Х, у которой ( ) 2 ( ( ) 1);X Xπ = π =  
cf(А)-свободная (А-свободная) группа – группа, у которой нет композиционных факторов 
(секций), изоморфных группе А;
mp
E   – элементарная абелева подгруппа порядка pm;
 ( )A G A G    – подгруппа А нормальна (субнормальна) в группе G;
Dm – диэдральная группа порядка m;
Zm − циклическая группа порядка m;
K-группа – конечная группа, у которой все простые неабелевы композиционные факторы ис-
черпываются известными простыми группами из множества Chev { / 5} Spor;nA n∪ ≥ ∪
р-нильпотентная группа – группа с нормальным р-дополнением;
pd-группа – группа, порядок которой делится на простое число р;
Gp – силовская р-подгруппа группы G или Sp-подгруппа группы G;
A Bλ  – полупрямое произведение групп А и В с ;A A B λ  
A.B = G означает, что ,  / ;A G G A B≅
пусть q = pf, p > 2, ( ) { 1, 1},qε ∈ + −  т. е. ( 1)/2( ) ( 1) ;qq −ε = −
1 2np ++  – экстраспециальная группа экспоненты р порядка p1+2n;
Chev( ),  Chev ( )aq q  – группы лиевского типа характеристики р с полем определения GF(q), 
q = pf (Chev ( )a q  – группа Chev( )q  с единичным центром);
A ◦ B − центральное произведение групп А и В;
n-примарное число m – это число с | ( ) | ;m nπ =
K < ∙G − K есть максимальная подгруппа группы G.
О п р е д е л е н и е 1. Пусть σ – множество всех тех нечетных простых делителей р порядка 
конечной группы G, для которых G
2
 не перестановочна ни с одной силовской р-подгруппой из G, 
а ( ) \Gτ = π σ и для 2 s< ∈τ  имеем {2, }.sG E∈   Если для каждого s c τ взять по одной силовской 
s-под группе, то это множество обозначим S
τ
(G), а если для каждого p c σ рассмотрим систему 
S
σ
(G) бипримарных не р-нильпотентных подгрупп, содержащих Sp-подгруппы из G, также взятых 
по одной для каждого p c σ, то обозначим ( ) ( )S G S Gσ τ∪  через SB(G).
О п р е д е л е н и е 2. sbσ-Системой SB(G) группы G назовем указанное в определении 1 мно-
жество SB(G). Если ( ),B S Gσ∈  то | | | | ,
n
pB G s= ⋅  где s c π(G) и простое число s ≠ p. (Если в груп-
пе G имеется несколько не р-нильпотентных подгрупп, содержащих Gp, то для определенности 
в sbσ-систему SB(G) включаем подгруппу наибольшего порядка с наименьшим возможным s, 
так что | | | ( ) | .S Gσσ = )
О п р е д е л е н и е 3. Если в определении 2 S
σ
(G) состоит из р-замкнутых групп, а при p = 3 
группа G cf(X*)-свободна с 2(3 ),
fX L∗ ≅  f = 3a, a ≥ 1, то sbσ-систему SB(G) будем обозначать как 
SB(G)*, а множество Sσ(G) – как Sσ(G)*.
Те о р е м а 2 [3, теорема 3.1]. Пусть Х – конечная группа с S
2
-подгруппой Т и sbσ-системой 
SB(X). Предположим, что Т перестановочна с каждой подгруппой из множества SB(X). Тогда 
имеют место следующие утверждения:
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(1) Х обладает свойством E
{2,p}
 для каждого p = 5 и p > 7; если {3, 7} ,⊆ s/  то Х – разрешимая 
группа и ;s = ∅
(2) Х либо обладает свойством E
{2,7}
, либо Х не L2(7)-свободна и любая 7d-подгруппа из SB(X) 
есть {3, 7}-группа, где {3, 7} ;⊆ s
(3) Х либо обладает свойством E
{2,3}
, либо не L2(7)-свободна, 3
6 делит | |,X  Х не 63E -свободна 
и любая 3d-подгруппа из SB(X) есть {3, 7}-группа, {3, 7} .⊆ s
С л е д с т в и е [3, следствие 3.2]. Если конечная K-группа Х удовлетворяет условию теоремы 2 
и L2(7)-свободна, то Х – разрешимая группа и .s = ∅
Л е м м а 1 [3, теорема 3.3.]. Пусть Х – простая неабелева конечная группа с S2-подгруппой Т, 
SB(X) – ее sbσ-система. Если Т перестановочна со всеми подгруппами из SB(X) и | ( ) | 3,Xp =  то 
2 (7).X L≅  
Л е м м а 2. Пусть G – конечная группа, | ( ) | 3Gp =  и G имеет холлову 2′-подгруппу. Тогда либо 
G – разрешимая группа, либо не cf(L2(7))-свободна.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть M N G   – подгруппы из композиционного ряда группы G 
и N/M – простая неабелева группа. N и М пересекаются с холловой 2′-подгруппой группы G 
по своим холловым подгруппам. Поэтому N/M имеет холлову 2′-подгруппу. Согласно [4, след-
ствие 5.6 (1)] и [5, с. 20], 2/ (7).N M L≅  Если же все композиционные факторы группы G простые 
абелевы группы, то G – разрешимая группа. Лемма доказана.
Л е м м а 3 [6, лемма 1.2]. Пусть p и s – различные простые числа, m и n – натуральные числа 
и pm = sn +1. Тогда имеет место одно из следующих утверждений:
(1) s = 2, p = 3, n = 3, m = 2;
(2) s = 2, m = 1, n – степень числа 2, p = sn +1 – простое число Ферма;
(3) p = 2, n = 1, s = 2m – 1 – простое число Мерсенна, в частности, m – простое число.
В [7] доказана
Л е м м а 4 [7, лемма 1]. Если группа 2 2 ( )G B q=  имеет подгруппу X бипримарного индекса, то 
q = 8 или 32, 2 1,qX G Z -≅ λ   | : | 5 13G X = ⋅  или 
25 41⋅  соответственно.
Л е м м а 5 [8]. Пусть G – простая неабелева группа, X и Y – t-разрешимые td-подгруппы би-
примарного индекса i = rasb. Тогда X и Y являются разрешимыми подгруппами и имеют место 
только следующие возможности, указанные в таблице.
Таблицу мы предваряем пояснениями. В столбце 1 указывается тип простой неабелевой 
группы G. В столбце 2 приводятся t-разрешимые подгруппы Х для некоторого t c π(X) (которые 
на самом деле оказываются разрешимыми), являющиеся максимальными подгруппами в G. 
В столбце 3 даются другие (не максимальные) t-разрешимые подгруппы Y в G. В столбце 4 ука-
зываются индексы i = rasb этих подгрупп в G ({ , } ( ),r s G⊆ p  r ≠ s, a > 0, b > 0 – натуральные чис-
ла). Для групп лиева типа с полем определения характеристики p подгруппа P = G
p
, РK – под-
группа Бореля, K − подгруппа Картана, R − подгруппа группы K. Подчеркнуты индексы холло-
вых подгрупп группы G.
Таблица
Table
G X G< ⋅ Y _ G i = r asb
1 2 3 4








Z2 × Z2 3 5⋅
A6 D10 Z5, D8, E9 22 · 32, 






9 2E Zλ  22 · 5
9 4E Zλ  2 · 5
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G X G< ⋅ Y _ G i = r asb
1 2 3 4
A
7 4 3 2( )A Z Z× λ  5 7⋅
A
8 16 3 3( )E S S×λ  5 7⋅
M
11 11 5Z Zλ  4 22 3⋅
9 2M Z ≅λ  9 8 2( ) .E Q Zλ  5 11⋅
M
































2 1 22 (2 1),
i i− ⋅ + 22 1
i











(2f) 2(2 1)fD +
12 (2 1),f f− ⋅ −  2 1f −  −  
простое число Мерсенна



















L p 2 1ip
D
−




2( 1) / 2
i








(7) Z3, Z7, D8 8 7,⋅ 8 3,⋅ 7 3⋅















f a bp r s+ =










L3(5) 4 4 3( )Z Z S× λ  35 31⋅




2( 1)( 1) a bq q q r s+ + + =
4 (3)PSp G3, G5, G2
62 5,⋅





16 4E Aλ  33 5⋅
16 4E Eλ  43 5⋅
16 10E Dλ  42 3⋅
16 5E Zλ  2 42 3⋅
5 4Z Zλ  4 42 3⋅
1 2
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G X G< ⋅ Y _ G i = r asb
1 2 3 4
4 ( )PSp q
22
i
q = 4 21| | ( 1)P q q= − 2 2( 1) ( 1)q q+ +

2 1rq p= = − 4 21| | ( 1)P p p= − 2 2( 1) ( 1)p p+ +
22
i
q = 4 21| | ( 1) / 2Y q q= − 2 2( 1) ( 1) 2q q+ + ⋅
2 1rq p= = − 1 ( 1)/2 ( 1)/( )p p p aY G Z Z− −≅ ×λ  2 2( 1) ( 1) 2 ,p p a+ + ⋅
{1,2}a∈
U3(3) 4 4 3( ).Z Z S×
23 7⋅
4 4 2( ).Z Z Z× 33 7⋅








U3(4) 25 3E Sλ  52 13⋅
13 3Z Zλ  6 22 5⋅
25 3E Zλ  62 13⋅
U3(7) 8 8 3( )Z Z S× λ  37 43⋅
43 3Z Zλ  7 32 7⋅




q = 3 2| | ( 1)P q q= − 2( 1)( 1)q q q+ − +
2 1rq p= = − 1 1 1( )p p pP G Z Z− +≅ ×λ  2( 1)( 1)p p p+ − +
2 1rq p= = − 3 21 1| | | | ( 1) /pY G R p p a= ⋅ = − 2( 1)( 1),a p p p+ − +
| 2 ,ra 1| : |K R a=
22
i
q = 32 2 2| | | | ( 1)Y G R q q= ⋅ = − 2 2( 1) ( 1),q q q+ − +

2| : | 1K R q= +
2
2 (8)B 2 1qG Z −λ  5 13⋅
2
2 (32)B 2 1qG Z −λ  25 41⋅
З а м е ч а н и е  к лемме 5. В леммах 3.1, 3.2, 4.1, 4.2, 4.5, 5.1 работы [8] приведены подгруппы 
бипримарного индекса i = parb, где p и r – различные простые числа, a > 0, b > 0 – целые числа 
для всех конечных простых групп.
Укажем случаи, когда подгруппы Х или Y являются не t-разрешимыми, и это не сразу оче-
видно в таблице.
(1) [8, табл. 4.2].
В группе 4( ),PSp q  ,
fq p=  подгруппа 2 2 2( ( ) ( )).Sp q Sp q Z  является не t-разрешимой для 
q ≠ 2, 3, так как 2 2( ) ( ).Sp q SL q≅  Случаи 6 4 (2)A PSp ′≅  и 4(3)PSp  рассмотрены выше в таблице.
В группе 2 (2 )fmSp  подгруппа 2 (2 )fmO +  t-разрешима только в случае fm = 2. Но группа 
4(2)Sp  не простая [5, теорема 2.13]. Подгруппа 4 2(2) (4)O L− ≅  неразрешима.
(2) [8, табл. 4.3].
В группе 3( )G U q=  параболическая подгруппа P1 t-разрешима. Группы PR, где Р – силовская 
р-подгруппа в G, R – подгруппа группы Картана в G, разрешимы. Холловой является подгруппа 
Окончание таблицы
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PR индекса 2 2( 1) ( 1)q q q+ - +  при 22 .
i
q =  При p = 2r – 1 порядок группы 3 2| | ( 1)PR p p= -  не вза-
имно прост с индексом группы 2( 1)( 1).p p p+ - +





(q) имеет бипримарный индекс и является разрешимой толь-
ко при n = 3, q c {2,3}. Группа U3(2) – не простая порядка 3
2 · 23. Случай группы U3(3) рассмотрен 
выше в таблице. Кроме того, у группы U3(3) исправлены опечатки в индексах.
(3) [8, таблицы 4.4, 4.5].
У групп 2 ( ),mP q
±Ω  m ≥ 4, нет t-разрешимых подгрупп бипримарного индекса.
(4) [8, табл. 5.1].
Из таблицы 5.1 и леммы 4 следует выполнение утверждения для групп 2 2 ( ).B q
Те о р е м а 3. Пусть G – конечная простая группа и ее силовская 2-подгруппа S = G2 переста-
новочна со всеми подгруппами множества SB(G), тогда G изоморфна только группе L2(7).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим отдельно случаи (1) Chev ( ),aG q∈  q = pf; (2) { / 5};nG A n∈ ≥  
(3) Spor.G∈
(1). Chev ( ),aG q∈  q = pf. Согласно теореме 2(1), если p = 2, то G обладает холловыми {2,r}-под-
группами для всех {3,7}.r∉  Так как {2,r}-подгруппы разрешимы, то по [9, теорема 8.3] все эти 
подгруппы лежат в подгруппе Бореля ,pB G H= λ   где Н – подгруппа Картана группы G (ввиду 
того, что все подгруппы Бореля сопряжены в G). Тогда 0| : | 3 7 ,a bG B = ⋅  B0 – холлова {3,7}′-под-
группа в В и G. Разрешимые подгруппы бипримарного индекса в группах лиева типа известны 
(см. лемму 5). Ни одна из них не имеет {3,7}-индекса, кроме L2(8). Но группа L2(8) не удовлетво-
ряет условию.
Пусть p > 2, p c σ.
По условию G2 перестановочна с подгруппой ( ).p sG T T SB G= ∈
Если для всех подгрупп Т из SB(G) подгруппы X = G2T разрешимы, то утверждение следует 
из [10, теорема 1.15.1] и теоремы 1. Группа X = G2GpTs неразрешима, если имеет композиционный 
фактор 2 (7)L L≅  по лемме 2. Тогда p = 7, s = 3 или p = 3, s = 7.
Согласно теореме 2, G имеет холловы {2,s}-подгруппы для всех s > 7 и s = 5. Пусть q = 3 f или 7f. 
Пусть 2 2 12{ (3 ) ,
m aG G +∉  
2 2 1
2 (2 ) ,
m aB +   1( ) }.
aA q  По [9, теорема 8.9] все s c π(q – 1), если ε(q) = 1, 
и все s c π(q + 1), если ε(q) = –1. Кроме того, 2 c π(q ± 1). Так как 2( 1) делит | |,q q G-   то получает-
ся, что либо q – 1 = 3x, либо q + 1 = 3 y с q = 7 f; либо q – 1 = 7y, либо q + 1 = 7x с q = 3 f. Согласно 
лемме 3, эти равенства невозможны.
Пусть теперь 1( ) ,  {3 ,7 }.
a f fG A q q= ∈  Так как подгруппа Х предполагается неразрешимой, то 
по [12, теорема II.8.27] 2 2 2{ (5),  ( ),  | ,  ( ),  2 | }.m mX L L p m f PGL p m f∈  Но Х содержит Gp. Поэтому 
2 2{ ( ), ( )}.
m mG L p PGL p∉
Предположим, что 5 делит | | .G  По условию G2 перестановочна с подгруппой из SB(G) поряд-
ка 5| | | |,hG R⋅  где 5 ,h hR R G R=/  h – простое число из π(G). По [4, следствие 5.6 (1)] либо G2(R) 
разрешимая группа, либо не cf(L2(7))-свободна. Но тогда в группе G2(R) нет секции, изоморфной 
L2(5). Поэтому все собственные подгруппы группы G разрешимы, т. е. X – не собственная под-
группа в G. Поэтому G = X, и по лемме 1 2 (7).G L≅
Пусть теперь p v σ или 2 2 12 (3 ).mG G +=  Если 2 2 12(3 )mG G +=  или p v σ, то 2 1G ′ =  по [9, теоре-
ма 8.3] и G есть cf(L2(7))-свободная группа. Согласно теореме 2 (3), группа G имеет холлову 
{2,3}-подгруппу. По теореме 2 (1) группа G разрешима. Противоречие. Если 2 2 12 (2 ),mG B +=  то 
p = 2, что исключено выше.
(2). { / 5}.nG A n∈ ≥  Предположим, что ,nG A≅  n ≥ 5. Тогда по условию подгруппа X = G2T, 
где T c SB(G) и G5 = T5, существует. Х разрешима по лемме 2. По [9, табл. 2] в G холловых 
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{2,5}-подгрупп нет, в то время как в разрешимой (по следствию) группе Х холлова {2,5}-подгруп-
па существует. Противоречие.
(3). G c Spor. Предположим, что 11 делит | | .G  Согласно [12, 5.3], G v {J2, J3, He, Ru, Th}. 
По условию и [9, табл. 4] G2T существует, где T c SB(G) и 11 11.T G≅  Согласно лемме 2, G2T – раз-
решимая группа. Тогда в этой группе есть холлова {2,11}-подгруппа 2 11 2 11,G T G G≅  что невоз-
можно по [9, табл. 4]. Заменив в предыдущих рассуждениях 11 на 13, если G = Ru, Th, или 11 на 7, 
если G = J2, 11 на 17, если G = J3, He (см. [12, 5.3]), получим существование в этих группах холло-
вых {2,13}-, {2,7}- или {2,17}-подгрупп. Но по [9, табл. 4] в этих группах таких холловых под-
групп нет. Противоречие. Теорема доказана.
Из леммы 5 и [5, теорема 1.42] легко вытекает следующая
Те о р е м а 4. Пусть G – конечная простая группа, H – ее нильпотентная холлова подгруппа 
бипримарного индекса. Тогда имеет место только одна из следующих возможностей:
(1) 22 1( ),  2 ,  ,  | : | ( 1),  1
i
qG L q q H Z G H q q q−≅ = ≅ = + +  – простое число Ферма;
(2) 2 1( ),  2 ,  ,  | : | ( 1),  1
f
qG L q q H Z G H q q q+≅ = ≅ = − −   – простое число Мерсенна;
(3) | ( ) | 3.Gπ =
Из множества не р-нильпотентных бипримарных подгрупп не р-разрешимой группы G, 
p > 2, можно выделить более узкий класс таких подгрупп, которые являются р-замкнутыми для 
p > 3 и для p = 3 при условии, что G является cf(X*)-свободной (см. определение 3).
Заметим также, что если группа р-разрешима, то Gp перестановочна с некоторыми силовски-
ми р′-подгруппами Gs для всех s c π(G) [10, теорема 4.3.1]. В частности, G2Gp = GpG2.
Те о р е м а  5 [13]. Пусть p ≠ 2 – простое число. Если p = 3, то пусть группа G cf(X*)-свободна 
(см. определение 3). Пусть p c π(G), P = Gp. Тогда
(1) если NG(P) = P, то G – разрешимая группа;
(2) если NG(P) есть р-нильпотентная группа, то группа '/ ( )pG O G  разрешима.
Л е м м а 6. Пусть p > 2, G – не р-разрешимая группа и для p = 3 cf(X*)-свободная группа 
(см. определение 3), тогда в G существует бипримарная р-замкнутая не р-нильпотентная под-
группа порядка | | ,npG s⋅  р ≠ s.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть N = NG(Gp). Если s c π(N) и ,sN N/  то NpNs – искомая подгруппа. 
Если же sN N  для всех s c π(N), то группа N имеет нормальное р-дополнение. Но тогда, соглас-
но теореме 5, G есть р-разрешимая группа. Это противоречит условию. Лемма доказана.
Те о р е м а 6. Пусть в конечной группе G силовская 2-подгруппа G2 перестановочна с под-
группами из множества SB(G)* (определение 3, лемма 6) и если 3 c σ, то пусть группа G не име-
ет композиционных факторов типа L2(3
f), f = 3a, a ≥ 1. Тогда G может иметь простые неабеле-
вы композиционные факторы, изоморфные только группе L2(7).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Если G – простая группа, то утверждение следует из теоремы 3, так 
как подгруппы из множества SB(G)* не р-нильпотентны. Если ( ) ,S G ∗σ = ∅  то группа G разре-
шимая по определению 1 и теореме 1.
Пусть T c S
σ
(G)*, T = TsTr = GsTr, Y = G2T. Пусть 1 .M G≠   Пусть 2 .s rM Y X M M X∩ = =  Если 
Xr = 1, то M c E{2,s}. Если Xr ≠ 1 и ,r s rX M X/  то XrMs c Sσ(M)
*. Если ,r s rX M X  то M2(Ms × Xr) – 
разрешимая группа как произведение нильпотентных групп. Тогда опять M c E{2,s} [10, тео-
рема 4.3.1]. Таким образом, группа М удовлетворяет условию. Аналогично показывается, что 
в группе /G M G=  выполняются условия теоремы. Поэтому применение индукции к группам G  
и М дает результат. Теорема доказана.
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